
  Vendredi 10 novembre 2023 
 

1 
 

Suites et récurrence 
Géométrie espace 

Contrôle de maths n°2 – Rattrapage 
Avec calculatrice 

Nom : 
Classe : TSpé 

 

Exercice 1 : (9 pts) 

Alain dépose 5 000 € sur un compte en banque le 1er janvier 2019. 

Chaque mois, il dépense le quart de ce qu’il a sur son compte.  

De plus, à la fin de chaque mois, il dépose 2 000 € supplémentaires sur son compte. 

On note 𝑢𝑛 la somme sur son compte le 1er jour du mois., 𝑛 mois après janvier 2019. 

1. Donner la valeur de 𝑢0 et 𝑢1. 

En janvier 2019 : 𝑢0 = 5 000 

En février 2019 : 𝑢1 = 5 000 −
5 000

4
+ 2 000 = 5 750 

 

2. Justifier, par des phrases, que pout tout entier 𝑛 ∈ ℕ, 

𝑢𝑛+1 = 0,75 𝑢𝑛 + 2 000 

Au n+1-ième mois après janvier 2019 : pout tout entier 𝑛 ∈ ℕ 

𝑢𝑛+1 = 𝑢𝑛 −
𝑢𝑛
4
+ 2 000 =

3

4
𝑢𝑛 + 2 000 = 0,75 𝑢𝑛 + 2 000 

3. a) Montrer par récurrence que, pour tout 𝑛 ∈ ℕ, 𝑢𝑛 ≤ 𝑢𝑛+1 ≤ 8 000.  

Prédicat 𝑃(𝑛) : pour tout 𝑛 ∈ ℕ, 𝑢𝑛 ≤ 𝑢𝑛+1 ≤ 8 000 

Initialisation : Pour 𝑛 = 0, 𝑢0 = 5 000 ≤ 𝑢1 = 5 750 ≤ 8 000 

Donc 𝑃(0) est vraie. 

Hérédité : On suppose qu’il existe un rang 𝑘 tel que 𝑃(𝑘) soit vraie. 

 Au rang 𝑘 + 1 : Par hypothèse de récurrence 

𝑢𝑘 ≤ 𝑢𝑘+1 ≤ 8 000 

0,75𝑢𝑛 ≤ 0,75𝑢𝑛+1 ≤ 0,75 × 8 000 

0,75𝑢𝑛 + 2 000 ≤ 0,75𝑢𝑛+1 + 2 000 ≤ 6 000 + 2 000 

𝑢𝑘+1 ≤ 𝑢𝑘+2 ≤ 8 000 

Ainsi 𝑃(𝑘 + 1) est vraie 

Conclusion : la propriété est initialisée pour 𝑛 = 0, elle est héréditaire, donc vraie pour tout entier 

naturel 𝑛. 

    b) Que veut dire ces inégalités pour la suite (𝑢𝑛) ? 

Pour tout 𝑛 ∈ ℕ, 𝑢𝑛 ≤ 𝑢𝑛+1 ≤ 8 000 ;  

cela veut dire que la suite (𝑢𝑛) est croissante et majorée par 8 000. 

4. Soit (𝑣𝑛) la suite définie par : 𝑣𝑛 = 𝑢𝑛 − 8 000 

a) Montrer que la suite (𝑣𝑛) est géométrique. 

On calcule : 𝑣𝑛+1 = 𝑢𝑛+1 − 8 000 = 0,75 𝑢𝑛 + 2 000 − 8 000 = 0,75𝑢𝑛 − 6 000 = 0,75 (𝑢𝑛 −
6000

0,75
) 

𝑣𝑛+1 = 0,75(𝑢𝑛 − 8 000) = 0,75𝑣𝑛 

Donc la suite (𝑣𝑛) est géométrique de raison 𝑞 = 0,75  

et de terme initial 𝑣0 = 𝑢0 − 8 000 = 5 000 − 8 000 = −3 000 

 

b) Donner l’expression de 𝑣𝑛 en fonction de 𝑛 

Comme la suite (𝑣𝑛) est géométrique de raison 𝑞 = 0,75 alors 𝑣𝑛 = 𝑣0 × 𝑞
𝑛 = −3000 × 0,75𝑛 

c) Donner l’expression de 𝑢𝑛 en fonction de 𝑛 

Comme 𝑣𝑛 = 𝑢𝑛 − 8 000 alors 𝑢𝑛 = 𝑣𝑛 + 8 000 = −3000 × 0,75𝑛 + 8 000 
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5. Compléter le programme Python ci-dessous afin qu’il renvoie la liste des termes de la suite (𝑢𝑛) de 
𝑢0 à 𝑢20. 

 
Exercice 2 : (5 pts) Sans repérage 

On considère un tétraèdre ABCD et E le milieu de [AB].  

On place F tel que BCFD soit un parallélogramme et le point G centre de 

gravité du triangle ACD avec 𝐺𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐺𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐺𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 0⃗ . 

1. Faire une figure 

2. Exprimer le vecteur 𝐹𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ en fonction des vecteurs 𝐹𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ et 𝐹𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

Comme BCFD est un parallélogramme, 𝐶𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐹𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

𝐹𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐹𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐶𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐹𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐹𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

3. Démontrer que 𝐺𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 2𝐺𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0⃗  

G centre de gravité du triangle ACD donc 𝐺𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐺𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐺𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 0⃗ . 

⟺ 𝐺𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐹𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐺𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐸𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐺𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐸𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 0⃗  par la relation de Chasles 

⟺ 𝐺𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 2𝐺𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐹𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐸𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐸𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 0⃗  en regroupant les termes 

⟺ 𝐺𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 2𝐺𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐹𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐷𝐴⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝐸𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐸𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐵𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 0⃗  par la relation de Chasles 

⟺ 𝐺𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 2𝐺𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐶𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐷𝐴⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 2𝐸𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐵𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 0⃗  car 𝐹𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐶𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

⟺ 𝐺𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 2𝐺𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 2𝐸𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0⃗  car 𝐵𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝐷𝐴⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ et 𝐶𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0⃗  

⟺ 𝐺𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 2𝐺𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0⃗  car 2𝐸𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ car E milieu de [AB]. 

4. En déduire que les points E, F et G sont alignés. 

Comme 𝐺𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 2𝐺𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0⃗  alors 𝐺𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ = −2𝐺𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗, les vecteurs 𝐺𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ et 𝐺𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ sont colinéaires donc les points 

G, E et F sont alignés. 

 

5. Préciser la position du point G sur la droite (EF). 

Comme 𝐺𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 2𝐺𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0⃗  alors 3𝐺𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐸𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0⃗  et 𝐸𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ =
1

3
𝐸𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

Ainsi G est au tiers de [EF] en partant de E. 
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Exercice 3 : (6 pts) Avec repérage 

On considère un tétraèdre ABCD, les points I, J et K sont les milieux respectifs des 
segments [AB], [BD] et [CJ]. 

Les points G et H sont définis par : 

𝐴𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ =
2

3
𝐴𝐽⃗⃗⃗⃗  et 𝐵𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗ =

2

3
𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

 

1. Déterminer les coordonnées des points I, J, K, G et H dans le repère (𝐵 ;  𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗, 𝐵𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗ , 𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗) 

• I milieu de [AB] donc 𝐵𝐼⃗⃗⃗⃗ =
1

2
𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗, I a pour coordonnées (0 ; 0 ;

1

2
) 

• J milieu de [BD] donc 𝐵𝐽⃗⃗⃗⃗ =
1

2
𝐵𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗ , J a pour coordonnées (0 ;

1

2
 ; 0) 

• Le point C a pour coordonnées (1 ; 0 ; 0) et J a pour coordonnées (0 ;
1

2
 ; 0) 

K est le milieu de [CJ], ses coordonnées sont (
1+0

2
 ;  
0+

1

2

2
 ;  
0+0

2
) = (

1

2
 ;
1

4
 ; 0) 

• 𝐴𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ =
2

3
𝐴𝐽⃗⃗⃗⃗ , donc 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐵𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ =

2

3
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ +

2

3
𝐵𝐽⃗⃗⃗⃗  ainsi 𝐵𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ =

1

3
𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ +

2

3
×
1

2
𝐵𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗ =

1

3
𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ +

1

3
𝐵𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗  

Donc G a pour coordonnées(0 ;
1

3
 ;
1

3
) 

• 𝐵𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗ =
2

3
𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ donc H a pour coordonnées (

2

3
 ; 0 ; 0) 

 

2. Les points I, K, G et H sont-ils coplanaires ? Justifier. 

Si les points I, K, G et H sont coplanaires, il existe (𝑎, 𝑏) ∈ ℝ² tels que 𝐼𝐾⃗⃗⃗⃗ = 𝑎𝐼𝐺⃗⃗⃗⃗ + 𝑏𝐼𝐻⃗⃗⃗⃗  

𝐼𝐾⃗⃗⃗⃗  a pour composantes (

1

2
1

4
−1/2

) ; 𝐼𝐺⃗⃗⃗⃗  a pour composantes (
0
1/3
−1/6

) ; 𝐼𝐻⃗⃗⃗⃗  a pour composantes (
2/3
0

−1/2
) 

Avec les coordonnées, ceci équivaut à : 

{
 
 

 
 

1

2
= 0 × 𝑎 +

2

3
𝑏

1

4
=
1

3
× 𝑎 + 0 × 𝑏

−
1

2
= −

1

6
𝑎 −

1

2
× 𝑏

⟺ 

{
 
 

 
 𝑏 =

1

2
×
3

2
=
3

4

𝑎 =
1

4
× 3 =

3

4

−
1

6
×
3

4
−
1

2
×
3

4
= −

1

8
−
3

8
= −

4

8
= −

1

2

 

Comme les valeurs de 𝑎 et 𝑏 vérifient la 3ère équation, alors le système admet une solution 𝑎 = 𝑏 =
3

4
 

Ainsi  𝐼𝐾⃗⃗⃗⃗ =
3

4
𝐼𝐺⃗⃗⃗⃗ +

3

4
𝐼𝐻⃗⃗⃗⃗  donc les points I, K, G et H sont coplanaires. 

 

Figure Geogebra : lien 

https://www.geogebra.org/classic/wye5xyxe

