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Fonction logarithme Corrigé du Controle de mathématiques n°6 —1h | Nom:
népérien Avec calculatrice Classe : TSpé

Exercice 1 : 6 pts

a) Préciser I'ensemble de définition puis résoudre I’équation suivante : In(x — 1) + In(x — 3) = In (3)

Propriété : Une fonction x — In (u(x)) est définie lorsque u(x) > 0,Vx € R.
e Pour que ces fonctions soient définies, on doitavoirx —1 > 0etx —3 >0

Soitx > 1 et x > 3 donc I'ensemble de définition est |3 ; +oof

e In(x—1)+In(x—3) =1In(3)ssi ln((x - 1D(x— 3)) =1n (3)
On compose par la fonction exponentielle : exp (ln((x - D(x - 3)) = exp (In(3))
Donc (x —1)(x —3) =3ssix? —4x +3=3ssix? —4x =0ssix(x —4) =0
C’est une équation-produit nulle, un produit est nul ssi l'un des facteurs est nul :

x = 0 oux = 4, or x = 0 ne fait pas partie de '’ensemble de définition donc S = {4}

Vérification:six = 4,In(4 — 1) + In(4 — 3) = In(3) + In(1) = In (3)

b) Exprimer en fonction de In(2),In(3) et In (5)
A =In(15) — 3In (8) B =In () +1n (60)

A =1n(15) — 3In(8) =In(3 x 5) — 31n(2%) =In(3) +In(5) — 3 x 31n(2) = In(3) + In(5) — 9In (2)
B=ln (g—g) +1n(60) = In(50) — In(3e) + In(60) = In(2 X 52) — In(3) — In(e) +In (22 x 3 X 5)

B=In(2)+2In(5) —In(3) =1+ 2In(2) +In(3) + In(5) = 3In(2) + 3In(5) — 1

c) Déterminer le plus petit entier naturel n tel que :

n

3
1- (Z) > 0,99
1-(2)" > 0995511 -0,99 > ()" ssiln (0,01) > in((2)") ssiIn(102) > nin (3)

. In(1072)
G

Donc le plus petit entier naturel estn = 17.

In (1072

In(3)

<n carz < 1doncln G) < 0 ainsin > ~ 16,007
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Exercice 2 : 14 pts

In(1+x)

On définit sur I'intervalle ]0 ; +oo[ la fonction f par: f(x) = -

1. Déterminer la limite de f quand x tend vers +oo.
lim In(1+x) =+
{x_)m ,on est en présence de la FI "o /0"

lim x = +oo
X—+0o0
Méthode 1 Méthode 2
In(1+x) 1+4x 1
— - 1
f) (1+x) i n (x (x * 1)) In(x) + In (E + 1)
OnposeX =1+x flx) = = P
Donc si x = +o0 alors X— +o0 1
x _ . In(x) In (; + 1) InG) ,
Or lim — = 0 par croissance compareée flx) = + ( + 1)
X—>4+00 X x x x
. Inx . l _ l _
By te i 241o1 Or lim “X=0et lim In(;+1)=0et lim ~=0
X—+o00 X
Donc par produit et somme :
Donc par produit xl_i)rfmf(x) =0 lim f(x) =0

X—+ 00

2. Expliquer pourquoi la recherche d’'une éventuelle limite de la fonction f quand x tend vers 0
conduit a une forme indéterminée.

limIn(14+x)=1In(1) =0
x—0

limx =0
x—0

,on est en présence de la F1"0/0"

3. Enremarquant que sur l'intervalle |0 ; +oo[, f(x) = w et en utilisant la définition du
nombre dérivé, déterminer la limite de f quand x tend vers 0.

In(1+x) _ In(x+1)-In (1)

Comme In(1) = 0 alors f(x) =

X X
Par définition du nombre dérivée : lim fOAD-FA) _ lim M = f'(1)
x-0 x+1-1 x—0

In(x+ 1) In (1)

Ici f(x) =In(x)etf'(x) = i, donc ii = f'(1) === 1donc xl_i)r51+f(x) =1
x—(x+1)In (x+1)

4. Démontrer que f'(x) = D)

1
F0) = 229 ol est de la forme % avec {u(x) =In(l+ x) donc {u () =1x : T x+1
x v v(x) =x v'(x)=1
1 x—(x+Dnx+1
f,()_x+1xx_1“(1+x)><1_ et Dl )_x—(x+1)1n(x+1)
- 2 - 2 - 2

X X X



2

&
£

\ Vendredi 05 avril 2024

5. On définit sur I'intervalle [0 ; +oo[, la fonction g par g(x) =x — (x + 1)In (x + 1)
Calculer g'(x).

g’(x)=1—<1><ln(x+1)+(x+1)>< )=1—1n(x+1)—1=—1n(x+1)

x+1
6. En déduire les variations de la fonction g sur sur 'intervalle [0 ; +oo[ et donner g(0).

e Surlintervalle ]0; 4+oo[,1 4+ x > 1doncIn(x + 1) > 0,ainsi g’'(x) = —In(x + 1) < 0.
La fonction g est donc strictement décroissante sur |0 ; +oof.

e g(0)=0—-(0+1)In(0+1)=0
7. En déduire les variations de la fonction f sur I'intervalle |0 ; +oo.
Faire un tableau de variation complet avec les limites.

_ g
B X

On sait que f'(x)

Comme la fonction g est strictement décroissante sur [0; +oo[ et que g(0) =0

Alors g(x) < 0sur]0; 4oof. z To 4o

De plus, x* > 0 sur ]0; +o[ donc f'(x) < 0 sur l'intervalle ]0; +oo[ et on en déduit fllx)| -

que la fonction f est strictement décroissante sur |0 ; +oo[. fla) [P
0

8. Démontrer que I'équation f(x) = 0,5 admet une unique solution sur sur l'intervalle [0 ; +oo[
que I'on notera a.

La fonction f est définie et continue sur |0 ; +oo[ car composée de fonctions continues.
Elle est strictement décroissante sur |0 ; +oo[
li x)=1
Jim f(x)

lim f(x) =0

X—+00

comme 0,5 € [0;1]

D’apreés le corollaire du TVI, 'équation f(x) = 0,5 admet une unique solution sur |0 ; +oo.
9. Donner une valeur approchée de a au dixieme pres.

D’apres la calculatrice : ¢ = 2,5

In(3,5)

10. Démontrer que si = 0,5 alors 16e° — 2401 = 0.

5
% = 0,5 doncIn(3,5) = 1,25 donc e3> = ¢125 = ¢3

5
donc 3,5 = e% donc 3,5% = e5 donc 150,0625 = e® donc 2401 = 16e° donc 16e° — 2401 =0

BONUS : Le mathématicien francais Charles Hermite a démontré en 1873 que le nombre e est
transcendant, ce qui signifie qu’il n’est solution d’aucune équation polynomiale a coefficients entiers.

11. En déduire que la valeur approchée de a trouvée dans la question 9 n’est pas une valeur exacte.
Comme e est transcendant, alors e ne peut pas étre solution de I'équation 16x> — 2401 = 0.
. In(3,5)

Ainsi = # 0,50rsia = 2,5alors f(a) =

In (3,5)

S 0,5, ce qui est impossible, donc a # 2,5.



