2

Ly,

5 Mardi 11 mars 2025

Orthogonalité dans Corrigé Controle de mathématiques n°6 — 1h Nom :
I'espace Avec calculatrice Classe : TSpé

Exercice 1 :

La Maladrerie Saint-Lazare, a Beauvais, accueille une sculpture formée de 693
pieces de zinc. On modélise cette ceuvre par un tétraedre régulier ABCD d’aréte 1.

1. a) Calculer BA.BD et BA.BC
Comme ABCD est un tétraedre régulier, tous les triangles sont équilatéraux.
Ainsi tous les angles font 60°.

ABD est un triangle équilatéral : BA.BD = 1 X 1 X cos(60°) = %

1

ABC est un triangle équilatéral : BA.BC = 1 x 1 X cos(60°) = E

b) En déduire le produit scalaire BA.CD

BA.CD = BA.CB + BA.BD = —BA.BC + BA.BD = — = +

N =
N =
I
o

) Que peut-on en déduire pour les droites (BA) et (CD) ?

Comme BA.CD = 0 alors les vecteurs BA et CD sont orthogonaux et les droites (BA) et (CD) sont
orthogonales.

2. H est le projeté orthogonal du point A sur le plan (BCD). I est le point d’intersection des droites
(BH) et (CD).

a) En écrivant BH = BA + AH, calculer BH.CD.
BH.CD = (BA + AH).CD

= BA.CD + AH.CD

Comme (AH) est orthogonale au plan (BCD) alors (AH) est orthogonale a toutes les droites du plan, en
particulier a (CD).

Ainsi BH.CD = BA.CD + AH.CD =0+ 0 =0
On en déduit que (BH) est orthogonale a (CD) donc (BH) est la hauteur du triangle BCD issue de B.
b) Calculer les longueurs BI et AL

Le triangle BCD est équilatéral, la hauteur (BH) est aussi la médiane, ainsi [ est le milieu de [CD].
Le triangle BID est rectangle en I, d’aprés le théoréme de Pythagore : BI? = BD? — ID? =1 — i ==

Donc BI = g

~ &

Le triangle ACD a les mémes dimensions que le triangle BCD, donc Al = Bl = —.
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¢) Calculer le produit scalaire BA. BI.
Dans le triangle AIB, isocéle en [, on note K le milieu de [AB], la médiane (IK) est aussi hauteur.

Ainsi le triangle IBK est rectangle en K.

BK _ 1/2 _ 1

D’apres les formules de trigonométrie dans le triangle rectangle : cos(IP\A) =N 727

SN _ V3 1 1
BA.Bl =BAXBI xcos(IBA) =1X—X—===
2 "V3 2

d) Ecrire BA.BI d’une autre facon pour en déduire la longueur BH.

En utilisant le projeté orthogonal : BA.BI = BH x BI donc BH = 222 = % =
2

Gl

BI

2. En déduire la distance du point A au plan (BCD).
La distance du point A au plan (BCD) correspond a la longueur AH.
Dans le triangle AHB rectangle en H, d’apreés le théoreme de Pythagore :

2
2 Ap2 2 1\* _ 12 _ 2
AH® = AB* — BH —1—(—@) —1—5—5 DoncAH—\/;.

Figure Geogebra : lien
Exercice 2 :

ABCDEFGH est un cube de coté 1.

L’espace est rapporté au repere orthonormé (4 ; AB,AD, E). G

H !
s . (1.1 1 i
On considere le point I de coordonnées (5 '3 ;E)' @
. "

1. Donner, sans calcul, les coordonnées des points A, B, C, D,
E, F,GetH.

A(0;0;0) B(@;0;0) C(@;1;0) D(0;1;0)
E0;0;1) F(1;0;1) G@1;1;1) H@O;1;1)

2. Montrer que DI = ;ﬁﬁ + ;ﬁ

On calcule les composantes des vecteurs :

D_I’(§—0;§—1;§—0)=(§;—§;§) DB(1—0:0—1;0—0)=(1; —1;0)

DE(0—0;0—1;1-0)=(0; —1;1)
On calcule:

L

1
DB +§DE

1(1 1 0)+1(0 1 1)—(1 - 1)
3 ) ) 3 ) ) - 3

Wl =

Ce sont les composantes de DI donc DI = %ﬁ + %DTI?


https://www.geogebra.org/classic/sarbubep
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3. Montrer que I est le projeté orthogonal du point A sur le plan (BDE).
¢ On montre que [ appartient au plan (BDE).

Comme DI = éﬁ + éD—E), les vecteurs sont coplanaires et donc les points D, [, B et E sont coplanaires.

Ainsi Le point I appartient au plan (BDE).

e On montre que la droite (Al) est orthogonale au plan (BDE).

ﬁ(l 01 01 0)_(111)
3 7’3 7’3 - \3'3’3
On calcule les produits scalaires :
- ﬁ.ﬁ=§x1+§x(—1)+§x0=0 ﬁ.ﬁ=%x0+%x(—1)+§x1=0
Ainsi Al et DB sont orthogonaux et les droites (Al) et (DB) sont orthogonales.

Ainsi Al et DE sont orthogonaux et les droites (Al) et (DE) sont orthogonales.

La droite (AI) est orthogonale a deux droites sécantes du plan (BDE) donc (Al) est orthogonale au
plan (BDE).

Conclusion : Le point I est sur le plan (BDE) et la droite (AI) est orthogonale au plan (BDE) alors I est
le projeté orthogonal de A sur le plan (BDE).

4. Montrer que le triangle BDE est équilatéral.

Les segments [BD], [DE] et [BE] sont les diagonales de trois carrés de mémes dimensions donc ces
longueurs sont égales et le triangle BDE est équilatéral.

5. Montrer que l'aire du triangle BDE vaut \/2—5

Calcul de BD : Le triangle ABD est rectangle en A, d’apres le théoreme de Pythagore :

BD? = AB%>+ AD?* =12+ 12 =2 Donc BD = 2.

Soit ] le milieu de [BD], alors (EJ]) est la médiane issue de E mais aussi la hauteur car le triangle est
équilatéral.

Calcul de E]J : le triangle E]B est rectangle en |, d’apres la trigonométrie

EJ = EB x sin(DBE) = v2 X sin(60°) = V2 x \/2— ;z g

G
. . B Haut V2x2 3
Aire du triangle BDE : Agpp = ——n Zau o= 2= ‘/2_—

6. Calculer le volume du tétraedre ABDE.

Le segment [Al] est la hauteur du tétraedre.

2

Calcul de Al : Al = \/() +

f V3

Figure Geogebra : lien
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Vagpe = 3 X Agpg X Al = e lryinlr
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