Vacances de Février

Fonction logarithme - Suites
Géométrie dans I'espace

Corrigé du devoir maison n°5

Nom :
Classe TS2

Exercice 1 : f est une fonction définie sur] — 1; +oo[ par:

In(x+1)

fO) =x- x+1

Partie A : Etude de certaines propriétés de C

1. La fonction f est définie lorsque x + 1 > 0 car la fonction logarithme est définie sur R} soitx > —1

donc Dy =] —1; +oof

2.Pourtoutx €] —1; +ooj,

L><(Jc+1)—ln(x+1)><1_(x+1)2—1+1n(x+1)

f,(x)zl_x+1

(x +1)2 (x +
3.Pourtoutx € ]| —1; +oo[, on pose :

NxX)=0+x)?+In(x+1) -1
a) On calcule la dérivée de N :

1 2x+1)*+1
x+1  (x+1)

N =21+x)+

1)?

Commex > —1,x+1 > 0et(x + 1)? > 0 car cestun carré donc 2(x + 1) + 1 > 0, ce qui donne N'(x) > 0.

Ainsi N est une fonction strictement croissante sur | — 1; +oo[
b)NO0)=(1+0)2+n(0+1)-1=14+0-1=0,
comme N est strictement croissante alors N est négative sur ]-1 ; O]et positive sur [0 ;

(r+1)2-1+In (x+1) _ N(x)
(x+1)? T ox+1’

On sait que f'(x) = onsaitquex+1>0

ainsi f' est négative sur] — 1; 0] et f est décroissante sur ] — 1; 0]
et f' estpositive sur [0; +oo[ et f est croissante sur [0; +oo[

3. On cherche les abscisses x pour lesquelles
fG) =x
In(x + 1) In(x + 1)
X—————=x & —
x+1 x+1

+oo[

=0 ©h(x+1)=0 @ x+1=€e=1 & x=0

Comme ce point se trouve sur A, y = 0, ainsi les coordonnées du point d’intersection des courbes sont (0 ; 0)

Partie B : Etude d’une suite convergente

1. La fonction f est strictement croissante sur [0 ; 4], f(0) =0 et f(4) = ~ 3,

—1n(5)+20
5

Doncsix € [0;4]alors f(x) € [0;4]

2. On consideére la suite (u, ) définie par u, = 4 et pour toutn € N, u,,,., = f(u,,)

a) D’apres la calculatrice, la suite (u, ) semble étre décroissante de limite, lim u, =0
n-+o

¢) Montrons par récurrence que pour toutn € N, u,, € [0; 4]

Initialisation : u, = 4 € [0; 4], donc la propriété est vraie aurangn = 0

Hérédité : on suppose qu'il existe un rang k tel que u;, € [0; 4]

7<4
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Aurangk + 1:up,q = f(u) orsiuy € [0;4], d’aprés la question 1. Nous savons que f(u;) € [0; 4] soit u,,, € [0;4]
La propriété est vraie aurang k + 1.

Conclusion : la propriété est initialisée et héréditaire donc pour tout n € N, u,, € [0; 4]

d) Montrons par récurrence que la suite est décroissante.

Initialisation : u; = f(uy) = f(4) =4 — l“(S)

=~ 3,67 < 4 = u, ; la propriété est vraie aurangn = 0.

Hérédité : On suppose qu'il existe un rang k tel que u;, < uy4q

Aurang k + 1: par hypothese de récurrence u;, < u;, 4, comme la fonction f est croissante sur [0 ; 4] alors

f(ury < f(Uisr) etuyyq < Uy, lapropriété estvraie aurang k + 1

Conclusion : 1a propriété est initialisée et héréditaire, elle est vraie pour tout n donc la suite (u,,) est décroissante.

e) Comme la suite est décroissante et minorée par zéro alors elle est convergente d’apres le théoréme de convergence
monotone.

La limite [ de la suite (u,,) vérifie : f(I) = L soitl — M

= [, on a déja résolu cette équation et trouvé [ = 0

Ainsi la suite converge vers Zéro.

Exercice 2 :

1Lf'(x) =e*+2

2.f"(x) = 2e* + 2xe* = e*(2 + 2x)

3.f'(x) = (10x — 2)e* + (5x2 — 2x)e* = e*(5x% — 2x + 10x — 2) = e*(5x? + 8x — 2)

4.f'(x) =e*(e*—e)+ (e*+2)e* =e¥(e¥* —e+e*+2) =e*(2e*+2 —¢)

, _ (@eH)(e*+3)-(2e*-1)e* _ e*(2e¥+6-2e%+1) _ 7e*

5.f'(x) = (e¥X+3)? - (eX+3)? T (e¥43)?
_5

’ _ __2V5x=3 _ __ 5 v — _ =

6.f'(x) = s G formule : avecu = vV5x—3 doncu'(x) = m
!
— . _u_ — 2 __ ! —
7.f'(x) = (sz e formule : —avec u(x) = 2x* —1doncu'(x) = 4x
8. f ( ) (= cosx)(3+cos x)—(1-sin x)(— smx) -3 cos x—cos?x+sin x—sin 2x _ —3cosx+sinx-1
(3+cos x)? (3+cos x)? - (3+cosx)?
9.f'(x) = 5(—sinx)cos*x = —5sinx cos*x formule (u°)’ = 5u'u*
3(2=x)—3x(—1)
ST T =i M
- 3x 3x - 3x (2-x)%3x
2 3% 2 3% 22-0* |35
Exercice 3 :
1. Initialisation : Pourn = 0, uy = 5 = 0, la propriété est vraie aurangn = 0
2. Hérédité : on suppose qu'il existe un rang k tel que u;, = 0
Aurangk + 1: D’aprés 'hypothese de récurrence, u;, = 0 donc ek > 1 et donc S let———>—let2 - Tk =>2-1
Doncuy,, =1 = 0, la propriété est vraie aurang k + 1
3. Conclusion : La propriété est initialisée et hérédaire ainsi elle est vraie pour tout entier naturel n, u,, = 0.
1. Initialisation : Pourn = 0,u, = 5 etu; = 2 — e~> ~ 2 donc u, < uy, la propriété est vraie aurangn = 0
2. Hérédité : on suppose qu'il existe un rang k tel que u; ,; < u,;
1 1

Aurangk + 1:D’aprés?’ hypothese de récurrence, uy,; < u; donc e¥k+1 < etk et et = Juk donc — T S T
On obtient 2 — eu_;-l <2- eTk soit U4, < Uy,q,la propriété est vraie aurang k + 1

3. Conclusion : La propriété est initialisée et hérédaire ainsi elle est vraie pour tout entier naturel n, u,,,; < u,,.
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Exercice 4 :

Figure 1:
1. On trace le segment [I]], les points I et ] appartiennent au méme plan (EFG)

2. On trace le segment [IK], les points | et K appartiennent au méme plan (ABF)

3. On trace la paralléle a (IJ) passant par K car les plans (EFG) et (ABC) sont paralléles. On note L le point d'intersection
entre [AD] et cette paralléle.

4. On trace le segment [L]], les points L et ] appartiennent au méme plan (ADH).

Le polygone IJLK est la section du cube par le plan (IJK).

Figure 2 :
1. On trace le segment [I]], les points I et ] appartiennent au méme plan (EFG)

2. On trace la paralléle a (IJ) passant par K, elle coupe [AB] en L.

3. On trace le segment [IL], les points I et L appartiennent au méme plan (ABF)
4. On trace la parallele a (IL) passant par J, elle coupe [GC] en M

5. On trace le segment [JM], les points ] et M appartiennent au méme plan (DCG)
Le polygone IJMKL est la section du cube par le plan (IJK).

Figure 3 :
1. On trace le segment [I]], les points | et ] appartiennent au méme plan (ABF)

2. On trace le segment [K]], les points K et ] appartiennent au méme plan (BCG)
3. On trace la paralléle a (IJ) passant par K, elle coupe [HD] en L.

4. On trace le segment [IL], les points I et L appartiennent au méme plan (ADH)
Le polygone IJKL est la section du cube par le plan (IJK).



