Vendredi 6 décembre 2024

Fonction logarithme Corrigé du Controle de mathématiques n°4—1h | Nom:
népérien Avec calculatrice Classe : TSpé

Exercice 1: 10 pts

a) Résoudre I'équation : In(x) — 2In(x — 4) = —In(2)
1. Ensemble de définition de I"’équation

x>0 x>0
x—4>0 < {x >4

L’équation est définie lorsque : { donc D, =14; +oo[

2. Elimination des logarithmes
In(x) —2In(x —4) = —In(2) < In(x) +In(2) = 2In(x — 4)
& In(2x) = In((x — 4)?)
& 2x = (x — 4)?
& x2—-8x+16—-2x=0
x> —10x+16=0

3. Résolution de la nouvelle éguation

x2—-10x4+16=0
A=100—-64=36>0

10-6 10+62
X, =——=2etx, = =8
2 2

4. Solutions de I'’équation
On sait que I'ensemble de définition de I'équation est |4 ; +oo[
Comme 2 € ]4; +oo[ et que 8 €]4; +oo[

Alors I’équation admet une solution : S = {8}

b) Exprimer en fonction de In(2),In(3) et In(5)
A=1n(15) = 3In(8) B = In (%) + In(60)

A =1n(15) — 3In(8) =In(3 x 5) — 31In(2%) = In(3) + In(5) — 3 X 3In(2) = In(3) + In(5) — 9In(2)

B =In (2—2) +1n(60) = In(50) — In(3e) + In(60) = In(2 X 52) — In(3) — In(e) + In(2% x 3 X 5)

B =1In(2)+2In(5) —In(3) =1+ 2In(2) + In(3) + In(5) = 31In(2) + 3In(5) — 1

c) Déterminer le plus petit entier naturel n tel que :

3 n
1-— (Z) > 0,99
1-(2)" > 0995511 -0,99 > (2)" ssi1n(0,01) > In((2) ") ssiIn(1072) > nin (2)
. In(1072) 3 3 o In(107% _
Ssi —lne) < ncar " < 1 doncln (4) < 0 ainsin > —ln(%) ~ 16,007

Donc le plus petit entier naturel estn = 17.
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d) Calculer la dérivée des fonctions suivantes :

f(x) = In(—6x% + 5x — 1) g(x) =/In(1 + x?)
e f(x)=In(—6x?+5x —1) = In(u) avecu(x) = —6x% + 5x — 1 doncu'(x) = —12x + 5

On utilise la formule : (In(uw))’ = u:’

—12x+5
—6x2+5x—1

o g(x) =/In(1+x?) =+uavecu(x) = In(1 + x?) donc u’'(x) = %

Donc f'(x) =

On utilise la formule : (\/ﬂ)’ = %

(%) _ 2x

N _ _ x
9= In(L+x2) 2(1+x)JIn(L+x2) (1 +x2)/In(1 + x2)

Exercice 2 : 10 pts

1+In(x)

xZ

On définit sur I'intervalle ]0 ; +oo[ la fonction f par: f(x) =

1. Pourquoi f est-elle dérivable sur |0 ; +oo[ ?
La fonction f estla composée de In(x) et de x* deux fonctions dérivables sur ]0; +o[ donc
elle est dérivable sur |0 ; +oo[ .

2. Onnote f'la fonction dérivée de la fonction f, démontrer que pour tout x € ]J0; +oo[

, —1 —2In(x)
flx) = 3

u(x) =1+ In(x w(x) =12

f(x)=1+lr;(x)=zavec{ (x) 2( )donc{ (x) =~

x v v(x) =x v'(x) = 2x

On utilise la formule (E) == v_zuw
v v

, Zxx?—(1+In(x)x2x x—2x—2xIn(x)  x(-1-2In(x))  —1-2In(x)
Donc f'(x) = % = = o = prs - 3

3. Résoudre I'inéquation —1 — 2In(x) > 0 sur l'intervalle |0 ; +oo.

Onrésout: —1 — 2In(x) > 0 soitIn(x) < — % en passant a 'exponentielle, qui est une fonction

. . -1 1
croissante sur R, on obtient: x < e z = =
e

_ 1
T — .
2 \/e
1

Donc pour tout x €]0; 7

[,—1—2In(x) >0

4. En déduire le signe de f'(x) et dresser le tableau de variations de la fonction f.
On sait que

e x3> 0 pourtoutx €]0; +oof



2
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e —1—2In(x) > O0pourx€]0; =]

-

On obtient le tableau de signes :

r |0

Fix
_r’[ﬂ / o \

5. Démontrer que la courbe C a un unique point d’intersection avec I’axe des abscisses, dont on
précisera les coordonnées.

+00

-
vE
1] —
&

.. 1+In(x)
2

On cherche a résoudre f(x) = 0 soit =0

Un quotient est nul lorsque le numérateur et nul et le dénominateur est non nul.

Ona:1+In(x)=0 ©lhnkx)=-1 @x=e!

Ce qui prouve que la courbe coupe I'axe des abscisses en un unique point de coordonnées (e ; 0)
6. En déduire le tableau de signes de la fonction f.

D’aprés le tableau de variations et sachant que f(e™1) = 0

On en déduit que f(x) > Osur]e™!; +oo[et f(x) <O0sur]0; e [

—2-In(x)

7. Montrer que la fonction F, définie sur |0 ; +oo[, par F(x) = est une primitive de f.

Si F'(x) = f(x) alors F est une primitive de f.

—2—In(x) u
F - =
) X v
"(x) = — X
Avec {u(x) =270 o {u () =—7
v(x) =x v (x) = 1
- w\"  uv-uw
On utilise la formule (—) = —
v v
~Zxx—(~2-1 _
Donc F'(x) = - = SHEN) LD — ()

Ainsi F est bien une primitive de f.



