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Exercice 1 :  

1. On démontre par récurrence que 𝑢𝑛 = 1 + 12 × (
1

5
)
𝑛

, pour tout 𝑛 ∈ ℕ 

Initialisation : 𝑢0 = 13 et 1 + 12 × (
1

5
)
0

= 1 + 12 = 13 

La proposition est vraie pour 𝑛 = 0 

Hérédité :  

• Hyp de récurrence : On suppose qu’il existe un rang 𝑘 tel que 𝑢𝑘 = 1+ 12 × (
1

5
)
𝑘

 

• Au rang 𝑘 + 1 : 𝑢𝑘+1 =
1

5
𝑢𝑘 +

4

5
 

On utilise l’hypothèse de récurrence,  

𝑢𝑘+1 =
1

5
(1 + 12 × (

1

5
)
𝑘

)+
4

5
=
1

5
+ 12 × (

1

5
)
𝑘+1

+
4

5
= 1 + 12 × (

1

5
)
𝑘+1

 

La proposition est vraie au rang 𝑘 + 1. 

• Conclusion : la proposition est vraie au rang 𝑛 = 0, elle est héréditaire, elle est vraie pour tout entier naturel. 

 𝑢𝑛 = 1+ 12 × (
1

5
)
𝑛

, pour tout 𝑛 ∈ ℕ. 

2.  

• Pour tout 𝑛 ∈ ℕ, 

 𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛 = 1+ 12 × (
1

5
)
𝑛+1

− (1 + 12 × (
1

5
)
𝑛

) = 12 × (
1

5
)
𝑛+1

− 12 × (
1

5
)
𝑛

= 12 × (
1

5
)
𝑛

(
1

5
− 1) = 12 × (

1

5
)
𝑛

(−
4

5
) 

Cette expression est négative, donc 𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛 < 0 et la suite (𝑢𝑛) est décroissante. 

• 𝑢𝑛 = 1 + 12 × (
1

5
)
𝑛

 , pour tout 𝑛 ∈ ℕ. 

Or lim
𝑛→+∞

(
1

5
)
𝑛

= 0 car c’est une suite géométrique de raison −1 < 𝑞 =
1

5
< 1 donc lim

𝑛→+∞
12 × (

1

5
)
𝑛

= 0 

Et par addition, lim
𝑛→+∞

𝑢𝑛 = 1 

 

Exercice 2 :  

1. On calcule  𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛 = 𝑢𝑛 + 2𝑛 + 3 − 𝑢𝑛 = 2𝑛 + 3 

Comme 𝑛 est un entier naturel, il est positif donc  𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛 > 0 pour tout entier naturel 𝑛 et donc la suite est croissante. 

 

 

2. On montre par récurrence que 𝑢𝑛 > 𝑛², pour tout 𝑛 ∈ ℕ. 

Initialisation : Pour 𝑛 = 0, 𝑢0 = 1 et 02 = 0 donc 𝑢0 > 0² 

La proposition est vraie au rang 𝑛 = 0. 

Hérédité :  

• Hyp de récurrence : On suppose qu’il existe un rang 𝑘 tel que 𝑢𝑘 > 𝑘² 

• Au rang 𝑘 + 1 : Par hypothèse 𝑢𝑘 > 𝑘² donc en additionnant dans les deux membres, on obtient 

𝑢𝑘 + 2𝑘 + 2 > 𝑘2 + 2𝑘 + 3 > 𝑘2 + 2𝑘 + 1 = (𝑘 + 1)² 

 

Conclusion : la proposition est vraie au rang 𝑛 = 0, elle est héréditaire, elle est vraie pour tout entier naturel, 𝑢𝑛 > 𝑛². 

 

3. Comme , 𝑢𝑛 > 𝑛² et que lim
𝑛→+∞

𝑛2 = +∞, d’après le théorème de comparaison lim
𝑛→+∞

𝑢𝑛 = +∞. 

 

Exercice 3 :  

a) La limite est une forme indéterminée. On factorise : 

𝑢𝑛 =
5𝑛6−4𝑛4+12𝑛−105

3𝑛6−40𝑛+1
=

𝑛6(5−
4

𝑛2
+
12

𝑛3
−
105

𝑛6
)

𝑛6(3−
40

𝑛5
+

1

𝑛6
)

=
5−

4

𝑛2
+
12

𝑛3
−
105

𝑛6

3−
40

𝑛5
+

1

𝑛6

 . 

 

Or lim
𝑛→+∞

5 −
4

𝑛2
+

12

𝑛3
−

105

𝑛6
= 5 et lim

𝑛→+∞
3 −

40

𝑛5
+

1

𝑛6
= 3 . En faisant le quotient, lim

𝑛→+∞
𝑢𝑛 =

5

3
 

 

 

 



b) lim
𝑛→+∞

(
1

3
)
𝑛

= 0 car c’est une suite géométrique de raison −1 < 𝑞 =
1

3
< 1 

la limite de 
7−𝑛

𝑛+1
 est une forme indéterminée. On factorise  

7−𝑛

𝑛+1
=

𝑛(
7

𝑛
−1)

𝑛(1+
1

𝑛
)
=

7

𝑛
−1

1+
1

𝑛

 

Or lim
𝑛→+∞

7

𝑛
− 1 = −1 et lim

𝑛→+∞
1 +

1

𝑛
= 1 

Par quotient et addition : lim
𝑛→+∞

𝑢𝑛 = −1 

 

c) La limite est une forme indéterminée, on factorise :  

 𝑢𝑛 = 6𝑛 (1 − (
5

6
)
𝑛

) or lim
𝑛→+∞

(
5

6
)
𝑛

= 0 car c’est une suite géométrique de raison −1 < 𝑞 =
1

3
< 1 

donc lim
𝑛→+∞

1 − (
5

6
)
𝑛

= 1 et lim
𝑛→+∞

6𝑛 = +∞  donc par produit lim
𝑛→+∞

𝑢𝑛 = +∞  

 

d) La suite (cos𝑛) n’a pas de limite. 

−1 ≤ cos𝑛 ≤ 1 

On additionne 5 dans chaque membre : 4 ≤ 5 + cos𝑛 ≤ 6 donc 
4

𝑛
≤

5+cos𝑛

𝑛
≤

6

𝑛
 

Or lim
𝑛→+∞

4

𝑛
= lim

𝑛→+∞

6

𝑛
= 0, donc d’après le théorème des gendarmes lim

𝑛→+∞
𝑢𝑛 = 0 

 

Exercice 4 : 

 

1. Les cinq premiers termes d’une suite de terme initial 𝑢0 vont de 𝑢0 à 𝑢4 et non 𝑢5 ! 

 𝑢0 = −2 ; 𝑢1 =
2

3
× (−2) − 1 = −

4

3
− 1 = −

7

3
 ; 𝑢2 =

2

3
× (−

7

3
) − 1 = −

14

9
− 1 = −

23

9
 

𝑢3 =
2

3
× (−

23

9
) − 1 = −

46

27
− 1 = −

73

27
 et 𝑢4 =

2

3
× (−

73

27
) − 1 = −

146

81
− 1 = −

227

81
 

 

2. Tableau de valeurs 

 
 

3. a) Pour montrer que (𝑣𝑛) est une suite géométrique, on calcule 𝑣𝑛+1 en fonction de 𝑣𝑛. 

𝑣𝑛+1 = 4𝑢𝑛+1 + 3 =
2

3
𝑢𝑛 − 1+ 3 =

2

3
𝑢𝑛 + 2 =

2

3
(𝑢𝑛 + 3) =

2

3
𝑣𝑛 

Ainsi (𝑣𝑛) est une suite géométrique de raison 
2

3
 et de terme initial 𝑣0 = 𝑢0 + 3 = −2 + 3 = 1 

 

3.b) On peut écrire 𝑣𝑛 = 𝑣0 × 𝑞𝑛 = 1 × (
2

3
)
𝑛

= (
2

3
)
𝑛

 comme 𝑣𝑛 = 𝑢𝑛 + 3 alors 𝑢𝑛 = 𝑣𝑛 − 3 

Et donc 𝑢𝑛 = (
2

3
)
𝑛

− 3 

 

4. Comme lim
𝑛→+∞

(
2

3
)
𝑛

= 0 car c’est une suite géométrique de raison −1 < 𝑞 =
2

3
< 1 

Donc par addition lim
𝑛→+∞

𝑢𝑛 = −3 


