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Exercice 1 :  

1. a) Soit O le centre du cercle inscrit. On découpe le triangle ABC en trois triangles OAB, OBC et OAC. 

𝑆 = 𝑆1 + 𝑆2 + 𝑆3 

Le cercle inscrit étant tangent aux trois côtés du triangle, alors les rayons [OF], [OE] et [0D] sont perpendiculaires aux côtés du 

triangle. Ce sont les hauteurs des trois triangles. 

Ainsi  

𝑆 = 𝑆1 + 𝑆2 + 𝑆3 =
𝑂𝐹 × 𝐴𝐵

2
+

𝑂𝐸 × 𝐴𝐶

2
+

𝑂𝐷 × 𝐵𝐶

2
=

1

2
𝑟(𝐴𝐵 + 𝐴𝐶 + 𝐵𝐶) 

1. b) Dans le triangle BAD rectangle en D, sin 𝑡 =
𝐵𝐷

𝐵𝐴
 

Comme le triangle ABC est isocèle en A, la bissectrice issue de A est aussi la médiane et donc D est le milieu de [BC]. 

Donc sin 𝑡 =
𝐵𝐷

𝐵𝐴
=

1

2
𝐵𝐶

𝑎
=

𝐵𝐶

2𝑎
 soit 𝐵𝐶 = 2 𝑎 𝑠𝑖𝑛𝑡  

 

1. c) On sait que 𝑆 =
1

2
𝑟(𝐴𝐵 + 𝐵𝐶 + 𝐴𝐶) 

On remplace les longueurs par les valeurs : 𝑆 =
1

2
𝑟(𝑎 + 𝑎 + 2𝑎 𝑠𝑖𝑛𝑡) et on donne 𝑆 =

1

2
𝐴𝐵 × 𝐴𝐶 × 𝑠𝑖𝑛�̂� 

Donc 𝑎𝑟(1 + 𝑠𝑖𝑛𝑡) =
1

2
𝑎²sin (2𝑡) ce qui est équivalent à 𝑟 =

1

2
𝑎

sin (2𝑡)

𝑠𝑖𝑛𝑡+1
 

 

2. a) 𝑓(𝑡) =
sin(2𝑡)

𝑠𝑖𝑛𝑡+1
 on calcule sa dérivée : 𝑓′(𝑡) =

(2 cos(2𝑡))(1+𝑠𝑖𝑛𝑡)−𝑠𝑖𝑛𝑡(2𝑡)𝑐𝑜𝑠𝑡

(1+𝑠𝑖𝑛𝑡)2𝑥
 

On utilise les égalités : cos(2𝑡) = 1 − 2𝑠𝑖𝑛²𝑡 et sin(2𝑡) = 2𝑐𝑜𝑠𝑡 × 𝑠𝑖𝑛𝑡 

𝑓′(𝑡) =
2(1 − 2𝑠𝑖𝑛2𝑡)(1 + 𝑠𝑖𝑛𝑡) − 2𝑐𝑜𝑠²𝑡𝑠𝑖𝑛𝑡

(1 + 𝑠𝑖𝑛𝑡)2
 

On utilise l’égalité : 𝑐𝑜𝑠2𝑡 = 1 − 𝑠𝑖𝑛²𝑡 puis la 3e identité remarquable appliquée à 1 − 𝑠𝑖𝑛²𝑡 

𝑓′(𝑡) =
2(1 − 2𝑠𝑖𝑛2𝑡)(1 + 𝑠𝑖𝑛𝑡) − 2(1 − 𝑠𝑖𝑛2𝑡)𝑠𝑖𝑛𝑡

(1 + 𝑠𝑖𝑛𝑡)²
=

2(1 − 2𝑠𝑖𝑛2𝑡)(1 + 𝑠𝑖𝑛𝑡) − 2(1 − 𝑠𝑖𝑛𝑡)(1 + 𝑠𝑖𝑛𝑡)𝑠𝑖𝑛𝑡

(1 + 𝑠𝑖𝑛𝑡)²
 

On factorise par 2(1 + 𝑠𝑖𝑛𝑡), puis on factorise par (-1) dans la 2e parenthèse : 

𝑓′(𝑡) =
2(1 + 𝑠𝑖𝑛𝑡)(1 − 2𝑠𝑖𝑛2𝑡 − 𝑠𝑖𝑛𝑡 + 𝑠𝑖𝑛2𝑡)

(1 + 𝑠𝑖𝑛𝑡)2
=

−2(1 + 𝑠𝑖𝑛𝑡)(𝑠𝑖𝑛2𝑡 + 𝑠𝑖𝑛𝑡 − 1)

(1 + 𝑠𝑖𝑛𝑡)²
 

Ainsi comme 2>0 et le dénominateur, en tant que carré est aussi positif,  

alors 𝑓′ est bien du signe de−(𝑠𝑖𝑛𝑡 + 1)(𝑠𝑖𝑛²𝑡 + 𝑠𝑖𝑛𝑡 − 1) 

2. b) Comme −1 ≤ sin 𝑡 ≤ 1 alors sin 𝑡 + 1 ≥ 0 

Pour le signe de 𝑠𝑖𝑛2𝑡 + 𝑠𝑖𝑛𝑡 − 1 : 

Posons 𝑋 = sin 𝑡 alors on cherche le signe de 𝑋2 + 𝑋 − 1, son discriminant ∆= 12 − 4 × (−1) = 5 

Il y a deux racines 𝑋1 =
−1−√5

2
< 0 et 𝑋2 =

−1+√5

2
> 0, comme 𝑡 ∈ [0 ;

𝜋

2
] alors sin 𝑡 ≥ 0.  

Le polynôme est positif en dehors des racines et négatif entre les racines. 

Ainsi 𝑠𝑖𝑛𝑡 =
−1+√5

2
 soit 𝑡 = arcsin (

−1+√5

2
) ≈ 0,66 𝑟𝑎𝑑 ≈ 37,8° 

Tableau de variations :  

On rappelle que 𝑟 =
1

2
𝑎

sin (2𝑡)

𝑠𝑖𝑛𝑡+1
 

Ainsi r est maximal lorsque 𝑓 est maximale à savoir pour 𝑡 = 0,66 𝑟𝑎𝑑  

donc �̂� ≈ 1,32 𝑟𝑎𝑑 

𝑓(0,66) ≈ 0,6 

Donc le rayon vaut 𝑟 =
1

2
𝑎𝑓(0,66) = 0,3𝑎 
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